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Topologia

Conexion

. Sea (X, 7) un espacio topolégico conexo. Razonar la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

a) Si 71 es una topologia en X més fina que 7 entonces (X, 7y) es conexo.
b)
)
)

c
d) Si A C X es conexo entonces Fr(A) es conexo.

Si 79 es una topologia en X menos fina que 7 entonces (X, 72) es conexo.

Si A C X es conexo entonces A es conexo.

Estudiar la conexién de los siguientes subconjuntos de R? dotado de la topologia usual:
a) A={(z,y) eR? |ay =0} U{(z,y) eR? |z #0, y = 1/a}
b) B={((1—=1/t)cost,(1 —1/t)sint) |t > 1} U{(cost,sint) | t > 1}.
Demostrar que en (R, 7¢p) los inicos subconjuntos conexos son los puntos y los subconjuntos infinitos.

Sea X un espacio topoldgico y C' un subconjunto conexo de X. Demostrar que si A es un subconjunto
de X talque CNA#Qy CN(X\ A) # 0 entonces C NFr(A) # 0.

Demostrar que un espacio topoldgico X es conexo si y solo si no existe ninguna aplicacién continua y
sobreyectiva f : X — Y donde Y = {0, 1} dotado de la topologia discreta. Utilizar este hecho para
demostrar que si A es un subconjunto conexo de X y B C X es tal que A C B C A, entonces B es
conexo.

Demostrar que si A y B son subconjuntos cerrados de un espacio topoldgico X tales que AUBy ANB
son conexos, entonces A y B son conexos. [lustrar con un ejemplo que el resultado no es cierto si A y
B no son cerrados.

Demostrar que los siguientes subespacios de R y R? con la topologfa usual no son homeomorfos:

a) [0,1] y [0,1).
b) 0,1] y S
c) RyR2

Determinar las componentes conexas de los siguientes subconjuntos de R y R2 con la topologia usual:
a) A=R\Q.

b) B=(R\Q) x (R\Q).
¢) C=R?\ (Qx Q).

Determinar las componentes conexas de [—1, 1] dotado de la topologia

r={UcX|0¢Uo(-1,1) cU}.

Sea X un conjunto y A un subconjunto de X. Considerar en X la topologia
r={UcCX|AcCU}u{0}.
Determinar las componentes conexas de X.

Sean X e Y espacios topologicos y f : X — Y una aplicacién continua y sobreyectiva. Supongamos
que Y tiene n componentes conexas y demostrar que X tiene al menos n componentes conexas. Deducir
que dos espacios homeomorfos tienen el mismo niimero de componentes conexas.
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En R? dotado de la topologia usual se considera, el subespacio
A= {(z,y) eR? | zy = 0}.

Demostrar que si f : R — A es una aplicacién continua y sobreyectiva, entonces f~1({(0,0)}) contiene
al menos tres puntos.

En R2 con la topologfa usual se considera el subconjunto
A={(z,y) eR? | (z - 1)’ +y* =1} U{(z,y) €eR*| (z +1)* +y* = 1}.

Estudiar la existencia de aplicaciones:

a) fi: A — S! continua y sobreyectiva.
b) f2:S!' — A continua y sobreyectiva.
¢) fs3: A — 8! continua y biyectiva.
d) fi:S!' — A continua y biyectiva.

Sea X un espacio topoldgico y A, B subconjuntos de X conexos por caminos. Demostrar que si ANB # ()
entonces A U B es conexo por caminos.

Sea U un abierto de R™ dotado de la topologia usual. Demostrar que U es conexo si y solo si U es
conexo por caminos.

Sea X un espacio topoldgico y (Ap)nen una familia de subconjuntos conexos (conexos por caminos)
de X. Razonar la veracidad o falsedad de los siguientes enunciados:

a) Si Ay C Ay C A3 C --- entonces |J;-; A; es conexo (conexo por caminos).

b) Si A1 D Ay D A3 D --- entonces [);—, A; es conexo (conexo por caminos).

Considerar en el conjunto Z de los niimeros enteros la topologia 7 dada por:
Uerezel y<rx=ycl.

Determinar los subconjuntos conexos por caminos de (Z, 7).
Determinar las componentes conexas por caminos de los siguientes espacios topolégicos:

a) La recta se Sorgenfrey.

b) R%\ S con la topologia usual.

Demostrar que si dos espacios topolégicos X e Y son homeomorfos tienen el mismo niimero de com-
ponentes conexas por caminos.

Demostrar que si X e Y son espacios localmente conexos por caminos entonces X x Y es localmente
€ONexo por caminos.



